Bog i pewnik wyboru
Autor tekstu: Bogdan Mis$

Prawie doktadnie 100 lat temu — w roku 1904 — Ernest Zermelo, matematyk

niemiecki, sformutowat pewng wypowiedZz matematyczng, ktdéra zdobyla potem ogromng
stawe. Orzeka ona ot6z o fakcie w szczegblnym przypadku dos$¢ oczywistym: o tym
mianowicie, ze jesli mamy jakas liczbe zbioréw, to mozemy z kazdego z nich wyja¢ po jednym
elemencie i utworzy¢é w ten sposéb nowy zbiér. Rzeczywiscie, jesli pomyslimy o kilku czy
kilkunastu kupkach zapatek, to mozliwo$¢ utworzenia nowej kupki przez wyjecie po jednej
zapatce z kazdej z wyjsciowych i odtozenie na bok jest wrecz zabawnie bezdyskusyjna...

Problem zaczyna sie wtedy, gdy liczba zbioréw wyjsciowych jest nieskonczona. Sytuacja
wowczas — okazuje sie — przestaje by¢ oczywista i przyjecie prawdziwosci wzmiankowanej
wypowiedzi, zwanej pewnikiem wyboru, moze prowadzi¢ do wnioskéw wrecz
paradoksalnych. Zatozenie tego skutkuje na przyktad mozliwoscig tzw. paradoksalnego
rozktadu kuli (stynny wynik wielkiego polskiego matematyka, Stefana Banacha): kazda kule da
sie pocia¢ na czesci, z ktérych mozna ztozy¢... dwie kule identyczne z poczatkowa.

Dla uspokojenia czytelnika wyjasniam od razu, ze ta mozliwos$c jest czysto teoretyczna,
dowdd twierdzenia jest, jak méwig matematycy, nieefektywny: nie zawiera wskazéwek jak
konkretnie to zrobi¢. Zartobliwie rzecz ujmujac, paradoksalny rozktad kuli doskonale wyjasnia
biblijne rozmnozenie chleba; wida¢ Chrystus znat dowdd efektywny...

Skoro jednak przyjecie prawdziwosci pewnika wyboru prowadzi do paradokséw, to moze
oznacza to po prostu, ze nalezy go odrzuci¢? Otéz — nie; po pierwsze, byloby rzeczg
»nieelegancky", gdyby jakas wypowiedz byfa oczywiscie prawdziwa w przypadku skonczonym,
nieprawdziwa zas - po naturalnym, zdawatoby sie, uogdlnieniu. Po drugie i wazniejsze, bez
pewnika wyboru nie tylko dowody wielu ogromnie waznych i pozytecznych twierdzen
matematyki statyby sie piekielnie trudne, ale niektérych z nich po prostu w zaden sposéb nie
datoby sie dowie$¢ w ogdle; mdowiac ostroznie, dzis nie umielibySmy twierdzen tych bez owego
pewnika udowodnic.

Tak wiec — pewnik wyboru budzi okreslone kontrowersje. Budzit je zresztg od samego
poczatku, co byto — mdwiac nawiasem — z wielkim pozytkiem dla nauki, zaowocowato bowiem
szeregiem wspaniatych prac Poincarego, Borela, Lebesgue'a, Sierpinskiego, Tarskiego, Zorna i
wielu innych, ktére znaczaco posunety do przodu wiedze matematyczng; szczegdlnie z dziedzin
takich, jak teoria mnogosci i logika.

Co ma do tego wszystkiego Bég — zapytacie? Chwileczke; zaraz o tym bedzie.

Jedng z konsekwencji pewnika wyboru jest twierdzenie o mozliwosci dobrego
uporzadkowania dowolnego zbioru. Mowi ono, ze niezaleznie od natury rozwazanego zbioru
(ktéry w szczegdlnosci moze by¢ nieskonczony i w ogodle tak skomplikowany pod jakimkolwiek
wzgledem, jak sobie tylko zamarzymy) da sie w tym zbiorze zawsze tak okresli¢ pewng relacje
(zwang porzadkiem; mozna jg uwazac za co$ analogicznego do relacji mniejszosci wsrod
liczb catkowitych) miedzy jego elementami, ze kazde dwa z nich da sie porownad, ze jesli
jeden element poprzedza drugi, drugi zas — pierwszy, to oba sg identyczne; Zze wreszcie
pewien element naszego zbioru nie bedzie miat w sensie tej relacji poprzednika, bedzie
pierwszy.

No i teraz rozumujemy nastepujgco (po raz pierwszy ustyszatem to rozumowanie pét
wieku temu i nie znam jego autora): przypusémy, ze pewnik wyboru jest prawdziwy; wowczas
wezmy pod uwage zbiér wszystkich przyczyn wszystkich mozliwych zjawisk. Na mocy pewnika
mozemy go dobrze uporzadkowac; okaze sie, ze musi istnie¢ w nim pierwszy element, czyli
pierwsza przyczyna. Nazwijmy jg Bogiem; tak tedy, jesli pewnik wyboru jest prawdziwy, to
Bdg istnieje.

Odwrotnie: zatézmy, ze BoOg istnieje. Jesli tak, to - jak wiadomo — jako istota
wszechmocna, moze spowodowac prawdziwos¢ dowolnej wypowiedzi. W szczegdlnosci, moze
spowodowac¢ prawdziwosc¢ pewnika wyboru...

Whniosek: istnienie Boga jest dokladnie rownowazne pewnikowi wyboru. Dziwne,
prawda?

Nieco nizej pokaze ciekawym (a moze juz: zirytowanym), dlaczego powyzsze
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rozumowanie nalezy jednak uznac za zart matematyczny. Na razie jednak zatézmy, ze jest ono
bez zarzutu i powrd¢my do historii matematyki.

W XX wieku — o czym mato kto wie, zwiaszcza u nas, bo w pieknym kraju miedzy Odrg a
Bugiem nie wypada nie zna¢ jakich$ mato znaczacych wierszykéw Mickiewicza, jak najbardziej
natomiast wypada chwali¢ sie kretyrnistwem matematycznym i nieznajomoscig twierdzenia
Pitagorasa — ot6z wiec w XX wieku w matematyce dokonato sie kilka przetomodw, ktére wrecz
zmienity filozofie tej nauki. Autorem jednego z tych przetomoéow byt miody (wdwczas)
matematyk amerykanski, Paul Joseph Cohen. ,Zatatwit" on w 1964 roku jeden po drugim (a
wiasciwie jednoczesnie, bo metoda byta wspdlna) dwa piekielnie trudne zagadnienia: tak
zwang ,hipoteze continuum" oraz sprawe pewnika wyboru witasnie.

Dla porzadku — dwa stowa o hipotezie continuum. Z grubsza moéwigc, powiada ona, ze
#108¢" liczb naturalnych bezposrednio poprzedza ,ilos¢" liczb rzeczywistych, ze pomiedzy te
dwie ,ilosci" nie da sie juz wstawi¢ zadnej innej. Geometrycznie znaczy to z kolei, ze punktow
na prostej odlegtych od siebie o jednostke jest istotnie ,mniej" niz wszystkich punktéw na
prostej (cho¢ w obu wypadkach chodzi o wielkosci nieskonczone), ale nie da sie na prostej
zbudowac takiego zbioru, ktéry zawieratby punktéw ,wiecej" niz ten pierwszy, ale ,mniej" niz
ten drugi. Jest to dla zwyktego cztowieka czysta abstrakcja i kto$ nieobyty ze Swiatem pojec
matematycznych w ogodle tego nie pojmie; nic dziwnego, ze éw zwykty cztowiek prawdziwosciq
(lub nie) hipotezy continuum sie specjalnie nie pasjonowat; tym bardziej, ze zwigzane z nig
paradoksy — a sg takie — tez do bardzo tatwych do zrozumienia nie nalezg. Inaczej niz z
pewnikiem wyboru, o czym byto wyzej.

No i mtody Cohen udowodnit co$, co matematykami wstrzasneto. Udowodnit mianowicie,
ze zarowno pewnik wyboru jak i hipoteza continuum sg niezalezne od pozostatych
aksjomatdw matematyki. Mozna sobie wyobrazi¢ matematyke z prawdziwym pewnikiem
wyboru i fatszywa hipoteza continuum, z fatszywym pewnikiem i prawdziwg hipoteza,
prawdziwym wreszcie — lub fatszywym - jednoczes$nie jednym i drugim zdaniem. Nigdy nie
popadniemy w sprzecznosc.

Stowem: nie ma jednej matematyki. Stowem — matematyka nie moze miec¢ nic
wspolnego z tzw. swiatem rzeczywistym; w tym sensie, ze nie jest naukg przyrodnicza.
Matematyka — lub doktadniej jaki$ jej wariant — jest co najwyzej piekielnie precyzyjnym
jezykiem opisu tej rzeczywistosci; tylko tym, i az tym.

Wroémy teraz do rownowaznosci: Bog — pewnik wyboru. Owa réwnowaznos¢ szalenie
ucieszyta tych fideistéw, ktérzy (czyzby w walce z wtasnym niewypowiadalnym watpieniem?)
nieustannie szukajg kolejnych ,dowodow" istnienia Wszechmogacego. Poniewaz pewnik
wyboru jest — jak moéwilismy - narzedziem pozytecznym, czasami za$ matematykom wrecz
niezbednym, przeto uznali oni, ze oto nauka data im do reki kolejny argument; i to wspaniaty,
bo matematyczny. A przeciez juz Immanuel Kant uczyt, ze ,w kazdym poznaniu tyle tylko jest
prawdy, ile w nim jest matematyki"...

Niestety, odkrycia Cohena bytyby tu bardzo nieprzyjemnym kubtem wody. Wynikatoby z
nich, ze swiat bez Boga jest rownie dobry (lub réwnie zly, jak tam kto woli) jak swiat z
Bogiem; ze hipoteza istnienia Boga nie jest ani oczywista, ani konieczna, ze jest po prostu
naukowo obojetna, nie ma doktadnie nic wspdlnego z rzeczywistoscig Przyrody. Nawiasem
mowiac, jest to dos¢ doktadnie stanowisko wielu racjonalistéw, ktérzy — wbrew tym, ktorzy
nas koniecznie chcieliby nawréci¢ — ani z zadnaq religia nie walcza (bo nie jest walka z religig
antyklerykalizm, czy dazenie do Scistego oddzielenia Kosciotdw od panstwa), ani jej nie
wyznaja.

Tyle, ze jednak przytoczony wyzej dowdd réwnowaznosci istnienia Boga i pewnika
wyboru jest jednak, jak powiedziatem, zartem: wszechmoc Istoty Najwyzszej nie moze
prowadzi¢ do tego, by spowodowata ona - nawet ona! — jednoczesng prawdziwos$¢ dwdch zdan
sprzecznych w ramach tego samego zestawu aksjomatow. Nawet wiec Pan Bdg nie jest w
stanie spowodowa¢, by wypowiedz ,a i nie-a" byta prawdziwa. A wiec, jesliby pewnik wyboru
byt rzeczywiscie sprzeczny z innymi aksjomatami matematyki, to nawet sam Pan Bdg nie
maogtby tego odwotac...

Jesli wiec Czytelnik uzna w tym miejscu, ze caty ten artykut, wigcznie z nieco
prowokacyjnym tytutem, powstat po to gtdwnie, by go przekonaé, ze w matematyce dziejg sie
rzeczy dziwne i ciekawe, ze nie jest to nauka ani martwa, ani pozostajaca w zastoju — to z
pokorg przyjme ten zarzut. I podziekuje pieknie za doczytanie go do konca. I — byé moze -
dowiedzenie sie po raz pierwszy w zyciu czegos o hipotezie continuum oraz pewniku wyboru.
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