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Funkcje, czyli jednoznaczne przyporzadkowania, sg wykorzystywane w bardzo wielu

gateziach matematyki zadaniowej. Celem niniejszego artykutu jest zwrdcenie uwagi na
réoznorodnos¢ ich wykorzystania.

Najprostszym przyktadem wykorzystania funkcji sg zadania zawierajace rownania
funkcyjne. Réwnanie takie wskazuje nam pewne wiasnosci funkcji, a naszym zadaniem jest
okreslenie kilku pozostatych wiasnosci. Sprobujmy rozwigzac ponizsze zadanie:

Zadanie 1

Niech Q oznacza zbidr wszystkich liczb wymiernych. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: Q -
Q spetniajace warunek

f(x24y) = xf(x) + f(y)

dla kazdej pary liczb wymiernych x, vy.

Zadanie to (jak i podobne zadania o réwnaniach funkcyjnych) mozna rozwigzac na kilka
sposobdw. Najprostszym i najefektywniejszym jest przeksztatcanie réwnania.

Niech a =f(1). Wowczas dla dowolnej liczby wymiernej x mamy

f(-x) = f(x% - x) - xf(x) = f((x - 1)2 +(x - 1)) - xf(X) = (x - 1)f(x - 1) + f(x - 1) - xf(x) =

= x(f(x — 1) — f(12 + (x — 1))) = — xf(1) = — ax,

skad f(x) =ax dla dowolnej liczby wymiernej x.

Bezposrednio sprawdzamy, ze kazda funkcja okreslona wzorem f(x)=ax,

gdzie a jest liczba wymierna, spetnia warunki zadania.

Zadanie to mozna réwniez rozwigzac¢ podstawiajac za x i y do rownania pewne wartosci,
przez co otrzymujemy konkretne wartosci funkcji, a w konsekwencji poznajemy jej wtasnosci.
Rozwigzanie tym sposobem pozostawiam Czytelnikowi.

Inng popularna metodg rozwigzywania réwnan funkcyjnych jest.. zgadywanie
rozwigzania. Przyjrzyjmy sie bowiem nastepujgcemu zadaniu:

Zadanie 2

Niech N oznacza zbidr liczb catkowitych dodatnich. Rozstrzygnac, czy istnieje taka funkcja
f: N - N, ze dla kazdego n nalezacego do N zachodzi réwnosc

f(f(n)) = 2n.

Tym razem najprostszym rozwigzaniem bedzie stwierdzenie, ze taka funkcja istnieje oraz
proba zgadniecia jej wzoru. Niech A oznacza zbidr liczb catkowitych dodatnich, w ktérych
rozktadzie na czynniki pierwsze liczba 3 wystepuje nieparzystg ilos¢ razy. Zdefiniujemy nasza
funkcje wzorem: f(n) = 6n dla n nienalezacych A oraz f(n) = n/3 dla n nalezacych do A. Tak
zdefiniowana funkcja spetnia warunki zadania.

Za pomocq pojecia funkcji mozemy rozwigzywac réwniez inne zadania, dotyczace na
przyktad teorii liczb. Wsréd nich na przyktad takie zadanie:

Zadanie 3

Rozwigzac w liczbach catkowitych réwnanie

%2000 4 20001999 = x1999 4 2002000

Moze sie wydawad, Ze zadanie to najlatwiej bedzie rozwigzaé, przenoszac wiadome na
jedng, niewiadome na druga strone rownania, a nastepnie badajgc podzielnos$¢ obu stron.

Prostszym rozwigzaniem bedzie jednak sprowadzenie danego rownania do postaci f(x) =
f(2000), gdzie f(x) = x?000 — x1999 = (x — 1)x1999

Badajac wiasnosci tej funkcji, zastanowimy sie, kiedy nasze réwnanie jest spetnione.
Poniewaz f jest funkcjg rosnacg dla x niemniejszych niz 1, wiec dane réwnanie ma w tym
przedziale tylko jedno rozwigzanie, ktorym jest x = 2000. Dla x niewiekszych niz 0 funkcja f
jest malejaca, wiec istnieje co najwyzej jedna liczba catkowita ujemna a, dla ktérej f(a) =
=f(2000). Czytelnik zechce sam sprawdzi¢, ze zachodzi: — 2000 < a < — 1999, wobec czego
nie jest liczbg catkowitg, nie moze zatem spetnia¢ warunkow zadania.

Wobec tego otrzymujemy jedno rozwigzanie w liczbach catkowitych: x = 2000

Ostatnim przyktadem wykorzystania funkcji bedzie zadanie z geometrii. Sprébujmy
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rozwigzac takie zadanie:

Zadanie 4

Dany jest wielokat wypukty o parzystej liczbie bokéw. Kazdy bok wielokata ma diugosc¢ 2
lub 3, przy czym liczba bokéw kazdej z tych dtugosci jest parzysta. Dowies¢, ze istniejg dwa
wierzchotki wielokata, ktore dzielg jego obwdd na dwie czesci jednakowej diugosci.

Przyjmijmy, ze dany wielokat ma 2n bokéw. Dla kazdego jego wierzchotka definiujemy
funkcje

f(X) = "suma dlugosci n kolejnych bokdéw lezacych na prawo od X" — "suma dtugosci n
kolejnych bokéw lezacych na lewo od X"

Zauwazmy, ze f przyjmuje tylko wartosci parzyste, poniewaz suma diugosci n kolejnych
bokdéw lezacych na prawo od X i suma dtugosci n kolejnych bokdéw lezacych na lewo od X
sumujq sie, zgodnie z danymi do liczby o takiej samej parzystosci.

Zdefiniujmy teraz nastepujace pojecie: wierzchotek przeciwlegty do danego. Jest to
wierzchotek, ktéry lezy n bokdéw w prawg lub lewa strone od danego. Wierzchotek przeciwlegly
do X bedziemy oznaczac X'.

Zauwazmy, ze

(1) f(X") = = f(X)

Zauwazmy takze, ze jezeli funkcja przyjmuje wartos$¢ a dla pewnego wierzchotka, to dla
wierzchotka lezacego obok niego moze przyjac¢ wartos¢ a — 2, a, a + 2.

Zadanie nasze polega na wykazaniu, ze istnieje taki wierzchotek A, ze f(A) = 0. Mogq
zajs¢ dwie mozliwosci:

1. Dla wszystkich wierzchotkéow f(X) przyjmuje te same wartosci. Ale wtedy jest to
wartosc 0, zatem teza zadania zachodzi.

2. Istnieje pewien wierzchotek B, dla ktérego f(B) = a, gdzie a jest parzystg liczbg
catkowita dodatnig. Zatem zgodnie z (1) istnieje tez B', dla ktorego f(B') = — a. Skoro tak, to
pomiedzy wierzchotkami B i B' musi znajdowac sie jeden spetniajgcy warunek f(X) = 0.

Czytelnikom, ktdérzy chcieliby sprobowaé swoich sit w rozwigzywaniu podobnych zadan
polecam rozwigzanie nastepujacego ,,zadania domowego":

Zadanie 5

Dana jest funkcja f: R -~ R, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzg réwnosci

f(x) = f(2x) = f(1 — x)

Dowies¢, ze funkcja f jest okresowa.

Zrédta zadan:

Zadanie 1 — I etap olimpiady matematycznej 2003/04

Zadanie 2 — II etap olimpiady matematycznej 1999/2000

Zadanie 3 — I etap olimpiady matematycznej 2000/01

Zadanie 4 — I etap olimpiady matematycznej 2003/04

Zadanie 5 — II etap olimpiady matematycznej 2001/02

Zadania wraz z rozwigzaniami mozna znalez¢ na stronie www.om.edu.pl.
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